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3 Nem közönséges állapot alapú PeriDinamikus modell

Lokális kontinuum 
mechanika

Peridinamikus kontinuum 
mechanika

[1] S. A. Silling , M. Epton, O. Weckner, J. Xu, E. Askari - Peridynamic States and Constitutive Modeling, J. Elasticity (2007) 
88: 151–184

Kezdeti konfiguráció

Pillanatnyi konfiguráció
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A peridinamikus állapot

• Kinematika
• A referencia pozíció állapot: 𝓧𝐴𝐵 = 𝑿𝐵 − 𝑿𝐴
• A pillanatnyi pozíció állapot: 𝔁𝐴𝐵 = 𝒙𝐵 − 𝒙𝐴
• Az elmozdulás állapot: 𝓤𝐴𝐵 = 𝒖𝐵 − 𝒖𝐴

• Az alaktenzor: 𝑲𝐴 = 
ℋ𝐴

𝜔 𝓧 ∙ 𝓧𝐴𝐵 ∘ 𝓧𝐴𝐵𝑑𝑿𝐵

• Dinamika
• Az erőállapot: 𝑻𝐴𝐵 = 𝑻𝐴𝐵 𝔁𝐴𝐵 , 𝑡

• Nem közönséges állapot alapú PD esetén:

𝑻𝐴𝐵 = 𝜔 𝓧𝐴𝐵 ∙ 𝝈𝐴 ∙ 𝓧𝐴𝐵 ∙ 𝑲𝐴
−1
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Lokális modell Peridinamikus modell

• Geometriai egyenlet:

𝜺 =
1

2
𝛻 ∘ 𝒖 + 𝒖 ∘ 𝛻

• Mozgásegyenlet:
𝜚 ∙ ሷ𝒖 = 𝛻 ∙ 𝝈 + 𝒃

• Anyagegyenlet (Hooke’s law):
𝝈 = 𝐂 ∙ 𝜺

• Peremfeltételek:

• Elmozdulások:
𝒖 = ෝ𝒖, 𝑖𝑓 𝑋 ∈ Γ𝑢

• Felületi terhelés:
𝝈 ∙ 𝒏 = ො𝒕, 𝑖𝑓 𝑋 ∈ Γ𝑡

• Geometriai egyenlet:

𝜺 =
1

2
∙ න

ℋ𝐴

𝜔 𝓧 ∙ 𝓧 ∘ 𝓤+𝓤 ∘ 𝓧 𝑑𝑿𝐵 ∙ 𝑲
−1

• Mozgásegyenlet: 

𝜚 ∙ ሷ𝒖𝐴 = න

ℋ𝑖

𝑻𝐵𝐴 − 𝑻𝐴𝐵 𝑑𝑿𝐵 + 𝒃𝐴

• Anyagegyenlet (Hooke’s law):
𝝈 = 𝐂 ∙ 𝜺

• Peremfeltételek:
• A peremtartományon előírva.



6 Eredmények és nyitott kérdések

• Fizikai problémák leírása:
• Kis/nagy elmozdulások, kis alakváltozások, linárisan

rugalmas anyag, térfogati-, lemez- és rúdmodellek,
• Kis alakváltozású rugalmas-képlékeny problémák,
• Rideg,szívós és fáradt törés,
• Hőterjedés,
• Csatolt-tér problémák,

• Megoldási módszerek:
• A peridinamikus model megoldása hagyományos 

eljárásokkal (FEM, MESHLESS),
• Párhuzamos számítási módszerek,
• Explicit megoldók alkalmazása,



7 Motiváció

• A növekményes megoldók hatékonyságáról:
• …the correct calculation of 𝑭𝑡+∆𝑡

𝑖−1 from 𝑼𝑡+∆𝑡
𝑖−1 is crucial. Any

errors in this calculation will, in general, result in an incorrect
response prediction.

• …the correct evaluation of tangent stiffness matrix 𝑲𝑡+∆𝑡
𝑖−1 is

also important. The use of the proper tangent stiffness matrix
may be necessary for convergence and, in general, will result
in fewer iteration until convergence is reached.

[2] K.J. Bathe – Finite Element Analysis in Solid and Structural Mechanics, 1996, Prentice Hall, New Jersey, pp. 494
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∙
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Célok:
1. A merevtestszerű  elfordulás 𝛼 kiszámítása.
2. A Gree-Lagrange nyúlástenzor 𝐸 kiszámítása.
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• Az alaktenzor: 𝑲𝐴 = ℋ𝐴
𝜔 𝓧 ∙ 𝓧𝐴𝐵 ∘ 𝓧𝐴𝐵𝑑𝑿𝐵

• Az alakváltozási gradiens: 𝑭 = ℋ𝐴
𝜔 𝓧 ∙ 𝒙𝐴𝐵 ∘ 𝓧𝐴𝐵𝑑𝑿𝐵 ∙ 𝑲𝐴
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• A peridinamikus differenciál operátor (PDO) és a lineáris
legkisebb hibanégyzet közelítés kapcsolata. Az emelt
fokszámú PDO.

Lokális„érintő”
x

y

𝑥𝑖 𝑦𝑖

xi

Lineáris közelítés

Lokális„érintő”
x

y

𝑥𝑖 𝑦𝑖

xi

𝑘-fokú közelítés
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Példa: „hajlítás” + forgás



12 A peridinamikus mozgásegyenlet

• A feszültség „vektor”: 𝑷𝑇 = 𝑃11 𝑃22 𝑃12

• A fesz. divergencia: 𝐷𝐼𝑉𝑷 =
𝑃11,1 + 𝑃21,2
𝑃12,1 + 𝑃22,2

• A PDO alkalmazásával:

𝛁𝑷 =
𝐷11 0
0 𝐷11

𝐷21 0
0 𝐷21

𝐷12 0
0 𝐷12

𝐷22 0
0 𝐷22

. .
𝐷1𝑁 0
0 𝐷1𝑁

𝐷2𝑁 0
0 𝐷2𝑁

𝐷𝐼𝑉𝑷 = 𝛁𝑷
𝐴 ∙ 𝓟 = 

𝐵=1

𝑁𝑁𝐴

𝛁𝑷
𝐴𝐵 ∙ 𝑷 𝑿𝐵 − 𝑷 𝑿𝐴 ∙ ∆𝑉𝐵

• Mozgásegyenlet teljes Lagrange leírás szerint* :
𝐷𝐼𝑉𝑷 𝑿𝐴 + 𝑩 𝑿𝐴 = 𝜚 ∙ ሷ𝒖 𝑿𝐴



𝐵=1

𝑁𝑁𝐴

𝛁𝑷
𝐴𝐵 ∙ 𝑷 𝑿𝐵 − 𝑷 𝑿𝐴 ∙ ∆𝑉𝐵 + 𝑩 𝑿𝐴 = 𝜚 ∙ ሷ𝒖 𝑿𝐴

𝛁𝑷
𝐴𝐵 =

𝐷1𝐵 0
0 𝐷1𝐵

𝐷2𝐵 0
0 𝐷2𝐵

* Guy L. Bergel, Shaofan Li, The total and updated lagrangian formulations of state-based peridynamics, Comput Mech., 11. 
May 2016
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𝑉0

𝑿
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𝒙𝑛

𝑣𝑛

𝑃𝐴

𝒙𝑛+1

𝑣𝑛+1

𝒖𝑛 ∆𝒖

Iteráció

A kezdeti konfiguráció
(ismert)

Az utolsó konvergált konfig.
(ismert) A pillanatnyi konfig.

(ismeretlen)
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A virtuális munka tétele:

𝛿𝑊 𝒖 = න

𝑉

𝑺: 𝛿𝑬𝑑𝑉 − න

𝑉

𝒇0 ∙ 𝛿𝒖𝑑𝑉 − න

𝜕𝑉

𝒕0 ∙ 𝛿𝒖𝑑𝑉 = 0

𝑎 𝒖, 𝛿𝒖 − 𝑙 𝛿𝒖 = 0

𝛿𝑊: a virtuális munka,

𝑺: a második Piola-Kirchoff feszültség,

𝑬: a Green-Lagrange nyúlás,

𝑉: a test térfogata a kezdeti konfigurációban,

𝒇0: a térfogati terhelés a kezdeti konfigurációban,

𝒕0: a felületi terhelés a kezdeti konfigurációban,

𝒖: az elmozdulásmező,

𝛿𝒖: a virtuális elmozdulás.
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A növekményes Newton-Raphson eljárás:

• A pillanatnyi teherlépés legyen 𝑛 és a pillanatnyi iteráció legyen 𝑘.

• A 𝑘. iteráció maradékát jelölje:
𝑅 𝒖𝑛

𝑘 = 𝑎 𝒖𝑛
𝑘 , 𝛿𝒖 − 𝑙 𝛿𝒖

• A maradékot az 𝒖𝑘 iteráció körül linearizálva:

𝑅 𝒖𝑘+1 ≈ 𝑅 𝒖𝑘 +
𝜕𝑅 𝒖𝑘

𝜕𝒖

𝑇

∙ ∆𝒖𝑘 = 𝟎

• Az iterációs algoritmus:

𝜕𝑅 𝒖𝑘

𝜕𝒖

−𝑇

∙ ∆𝒖𝑘 = −𝑅 𝒖𝑘

𝑲𝑇
𝑘 ∙ ∆𝒖𝑘= 𝑭𝑛

𝑒𝑥𝑡 − 𝑭𝑛
𝑘,𝑖𝑛𝑡

𝒖𝑘+1 = 𝒖𝑘 + ∆𝒖𝒌

𝒙𝑘+1 = 𝑿 + 𝒖𝑘+1

𝑭𝑘+1 = 𝛁𝑭
𝐴 ∙ 𝔁𝐴,𝑘+1

…



16 Példa: Húzásnak kitett lemez

Adatok:
Az eredeti geometria:

𝐿0 = 2 𝑚𝑚
𝐻0 = 𝐻 = 2 𝑚𝑚

Az anyag: St. Venant–Kirchhoff
𝜆 = 100 𝑀𝑃𝑎
𝜇 = 50 𝑀𝑃𝑎

A pillanatnyi állapot:

𝒙 𝑿 =
𝑋1
4

𝑋2
Cél
A peridinamikus megoldás konvergenciájának vizsgálata.

Megoldás
1. Az analitikus eredmények meghatározása: 𝑭 𝑿 , 𝑪 𝑿 , 𝑬 𝑿 , 𝑺 𝑿 ,𝑊𝒊𝒏𝒕,𝒂

2. A peridinamikus megoldás implicit meghat.: ෩𝑭 𝑿 ,.., 𝑊𝒊𝒏𝒕,𝑷𝑫

3. Az peridinamikus megoldás hibájának kiszámítása:

𝑒𝑃𝐷 =
𝑊𝒊𝒏𝒕,𝒂 −𝑊𝒊𝒏𝒕,𝑷𝑫

𝑊𝒊𝒏𝒕,𝒂
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19 Példa: Az emelt fokszámú közelítés hatása



20 Példa: Az 𝑚-konvergencia



21 Példa: Az 𝑚-konvergencia



22 Példa: Az 𝑚-konvergencia



23 Összefoglalás

Összefoglalás

• Nagy elmozdulásokkal és alakváltozásokkal járó probléma
megoldása 1. fokú (szokásos) NOSBPD-vel.

• Magasabb fokú peridinamikus differenciál operátor bevezetése
(NOPBPD).

• Implicit megoldó levezetése.

• A peridinamikus paraméterek (NN, NP, m) hatásának vizsgálata 
erősen nemlineáris problémán.

Eredmények

• Az 1. fokú (szokásos) NOSBPD pontatlan eredményre vezethet az
alakváltozási gradiens és más mechanikai jellemzők
meghatározása során.

• A magasabb fokú PDO megoldást jelent erre.

• A magasabb fokú PDO alkalmazásával levezett implicit Newton-
Raphson megoldó konvergens eredményre vezet.



24 Összefoglalás

Publikáció

• Kapcsolt hőrugalmas probléma megoldása:

EuroSimE2018 – Toulouse – 2018.04.

Dunakavics folyóirat – 2018.07.

• Hiperelasztikus probléma megoldása:

ESMC2018 – Bologna – 2018.07.

IWCMM – Glasgow – 2018.10.

Kutatás

• Képlékeny anyagmodellek adaptálása és alkalmazása.

• Implicit-explicit megoldó nagy alakváltozásokkal járó 
repedésterjedés megoldására.

Oktatás

• Statika,

• Károsodás elmélet és szerk. integritás.
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Köszönöm a figyelmet!
E-mail: ladanyi@uniduna.hu


